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;;;-:‘_'.__'ETwF DE L’EQUATION DE LA DIFFUSION AVEC CROISSANCE
DE LA QUANTITE DE MATIERE ET SON APPLICATION
o A UN PROBLEME BIOLOGIQUE 3

A. KOLMOGOROFF I PETROVSKY, N PISCOUNOFF
Introductxon " =E 4

Nous partons de léquahon & Ja 50N que nous envxsageons pour
pius de sunplicité, en deux dimensions: _ _
ov 020 | ' M BT
F?_"k(ax~ +'5F)’ S > 4
X y désignant les coordonnées d’un point du plan, { = le temps, v i,
fa d sité e ja matitre en un point (x, y) au moment 7. Supposons~
ni'fumgmm qu 'outre 1a diffusion ait lieu une croissance de la quantité de
maiidre " dont la vitesse, autour d’un point donné et au moment donné,
u&.mnd de la dwqte déja presmte Nous obtiendrons alors" Iéquation Gariloks
ov : ' :
'"51_"_“:1‘:( FTel s 0y2)+F(U) S (2)

Bien eniendu nous mne nous intéressons qu’aux valeurs de F(v) avec
U /OL Nous supposons gie F(u) soit ‘une fonction continue, admettant

toutes les. dérivées nécessaires dans le sulvant par rapport av et sat:siax-

sant de plus aux conditions:
' F (0) = F(1)=0;" |
F (v) >0, 0<U<1 g
F’ (0) = a > 0; F'(u)/a, pour 0 <<v < 1.

- %insi nous supposonms que, U ¢tant ‘infiniment petit, 1a vitesse F(v) de
-. e*rrmsocmevzt de 1. soit proportionnelle & v (avec le coefficient a de pro-
pottionnal 11i8), et qu’il arrive un dlat de ,Saturation®, quand v s’approche
de Vunité, et dés lors Paccroissement de v cesse. Conformément 4 celd
nous considérerons seulement les SOILIUOI‘IS de } équaﬂon (2) satlsfaisant a }a'_._’;_'.-';_-

gnditicn : : . TR
| ) 3 0 <LV < ', : & =g (6) '
‘s valeurs arbitraires initiales de v pour i-—O qui satisfont & la rela-

S iibsuu une ef une seule solulion de notre equatxon (2) pour

= (: sounise a la méme conm’uon 0 AT

By On trouvera 12 défsz(‘mstration au § 3.
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donnée y. Dans ce cas I’équation fondamentale (2) sera de la forme

“Supposons maintenant

Y _.-1’ accroissement _
petites densités a gauche. Dans le cas particulier @ — b tout se passe a peu

“fonction de X), 3 laquelle se rapporie la partie principale “du décroissement
' de 1 a0dela densité, se déplace avec je temps de droite. & gauche. On
~ reconnaif que la forme de la courbe de densité, pour ¢ o0, s’approche

¢ que la forme limite de la courbe _de' denstté es{.;_dpnnée "i)ar_' la solptioﬁ

F o e B b
i \';5.,:&" .
;

T SRR L

Nous supposons ensuite que ‘la densité v ne dépende pas de la cooOr-

v 0%
_E)T"\—;k fé;@g_"i‘f'(b)-

qu’au mom_ént iniiiai 00,7 pour X < a la densité ° .':;_" '
s’annule et, pour X = b > a, elle atteigne sa plus grande valeur possible - =
e Xi i, _ g : ‘ ]
 Bien entendu le ‘domaine des densités voisines de l'unité se :épand avec
de f de droite & gauche en repoussant le domaine des™ ¢

prées comme le monire la fig. 1. La poriion de la courbe de densité (comme

ks

S e S TR

Fig. 1.

d’une certaine forme 'l_imite. Il Us-’agit ;_c_i'é_.détérm‘ir'i'e_r-'._cette forme . limite " de
ja courbe de densité et la vitesse “limite de son déplacement de droite & = - ¥
gauche. On démontre que la vitesse limite cherchée est égale & W oaE s

ie 1’équation

d a2
el SR BW o o a R

s'annulpnt pour X = — o et s’approchant 3 l'unité pour X == 4 co, Une
e soluilon existe towujours et est unique 4 umne transformation x" =X +¢ -
:¢5 qui ne change pas la forme de 1a courbe. Remarquons que I’équation

o) peut-étre obtenue de la maniére suivante. Cherchons une soluiion de

"
A
3
'

{*¢quation (7) jouissant de la propriété qu’avec la varlation de t la forme
i

de 1a courbe représeniant la dépendance
aue la courbe clie-méme se déplace de
e tetle solution sera de la forme

(X, )==0x

x < Ab). : = £ (10)

entre v et X ne change pas, tandis
droite A gauche .avec la vitesse A.

g




e 21, nous obtenons P équation

En considérant maintenant v commne fonction d'une seule ‘variable

Aot %:ii 4 F ().

-

e Cette équation admet, comme OR le trouve, pours tout ﬂ.;‘}?»o, des solu-

“:tions satisfaisant aux conditions mentionnées relativement a 1’équation (9).
:» Mais seulement pour A=A, nous obtenons 1a forme limite, qui nous
-~ -occupe, de l1a courbe -de densité sous des conditions initiales jindiquées
- ci-dessus. Pour comprendre ce fait, €trange A premiére Vue, de l’existence R
 des solutions de P’équation (7) dela forme (10) pour 2> 4, des solu- . .
~ tions pour lesquelles le déplacement du

_-as limite = 0. Dans ce cas il n'y a pas de diffusion et 1’équation (7)
s’integre aisément. Dans nos conditions initiales, aux points X <@, ou i_a

densite initiale fut z¢ro, olle restera égale & z€ro pour tout £ 0. Cepen-
dant, il est aisé de calculer qu'on peut trouver, pour tout 2 positif, des
soluiions de I’équation (7) de la forme (10) satisfaisant 3 toutes les con-.
ditions nommées ci-dessus. Le déplacement apparent de ta matiere de droite .

anganchems)isSera provoqué en réalité par la croissance de la densiié en

ch
d’auires points.

monstrations de ces faits dans les §§ 2 et 3.

§ 1.

Considérons maintenant un certain tersitolre peuplé par _une-'espéc::e_' 2
quelconque. Supposons d’abord qu'un certain gene dominant A soit répandu. _

sur ce territoire avec une concentration constante p oLpLD- Suppo-
sons ensuite que des individus possedant le caractere A (c. a d. apparte-

pant faux genotypes AA et Aa), alent un ‘avantage daosla lutte pour
existence contre des individus ne possédant pas de ce caractere - (apparte-
hant ‘al genotype a@): nous supposerons précisément que le rapport de la
probabilité de survivie pour un jadividu possédant le caractére A, 2 la
meme probabilité d’un individu qui ne le posséde pas, soit -:'éga__l_'_;z.ﬁ

‘@ étant un petit nombre positif. Alors, & des m'embres"_d"ofd_r’é.dé' a® prés,.

nous obtiendrons pourt ]’accroissement de 12 concentta’é_idn__""dh'e':z‘.i'."un'e' seule
génération la formule *) ty oy A i 8

drente en diffé-

Supposons ‘maintenant que 1a concet;ration p soit dif

.

N domaine des grandes (voisines de .
i) densités a 'liey avec une vitesse supérieure 3 2, TOUS eXaminons 6 . F

aque point, provenant tout a f_z_xit'indépwdamm.enh-de ce qui se passe et

Les faits, exposes dans introduction, trouvent dans fe § 1 -une ap;jii-. it
 cation a Vétude de quelques problemes biologiques. “On trouverd les de-.

tents points du territoire  occup€ p‘a‘f_"'l’esp‘ec’e enir'isagé@',_ coad. que p dae-

_._.,....-—--__,.,_..—-&—-—--

i\ Voir R. A Fisher, Thed(_'.':eretscal Theory. éf'_Naid_rél_:s'éfé:dﬁqh, Qqurd =

Cniversity Press, 1930.




X, ¥ et -au temps { (en comptant ce dernier par des generahons), que a
__et o soient ftrés petits et que le troisieme moment -

~du second- ordre (les membres du premler ordre sont dlSparalssant)

Rl B L e e Hias i
i R T R ERNN

pende des coordonnées x et y du point danms. le plan. -Si avec celd i
individus de notre espéce restaient li€s immobilement & des point fixes, \o
relaiion (11) aurait lien comme auparavant. Admetions cependani que, dans
Pintervalle enire la naissance et la réproduction, chaque individu se dé-
place dans une direcfion aléatoire (toutes les directions ayant la méme
probabilit¢) 4 une certaine distance. Soit F(r)dr la probabmie d'un de—
plauement doqt Ia dlstance est compnse entre r et r-!—dt

=0 AR e W T

' 1e dépqw .ent moyen quadratique Nous obnendrons alors au lieu de (11)_._

+ oo - o0

= ] v L aa s
| + ap (x, }*)[1'“!’(3& y)} R (12)
=Y =L G0,

NOLS supposo1s maintenant que l'on peut dlfferent:er p p’{r rapport d_

ou

£

@ = [ |r;3}'-(rj a'r"' <<."'Df~

¥

soit petit par rapport 4 @2 Dans ce cas ‘en aeveioppant danq (12) p(g, ?;)
en série de Taylor suivant & — x et #n—y et en se bornant aux memb

obtenons approximativement pour p I’équation - dlﬁerentlelle

d 2 fotp
e 0},0)—}—ap(1 _‘p)g

4 ox2

A ceite équation s appliquent touies les conmderations qm se rapporten{
a I'équaiion générale (2). g : :

Rappeions de nouveau les hvp0**leqes qm onw ei:e 1d1t88
supposé que ia concentration p varie contintiment en depeudance d
¢f Ga wmps (p pouvant éfre différentié par rlpport 3 x 7 el 1, qu
variations “soient évoquées par la séleciion dans le rapport. (1 —5—3_
profit du critére dominant A et par des déplacements accidentels -
pariiculiers tels que le déplacement moyen quadratique d Lm
compié depuis la naissance Jusqu a da réproduction soit Q,
et o soleni pelits (o — par apport aux dnstanccs sur

b Ag u'.et du passage de. (12) h (13)::011‘ les COﬂaldLl’&flOllS i
cxempie, chez A. Khintehi ne ,,Assymptotlschc Ges»t;,e der W'-h
fechnuag®, Springer 1983. :

!




vitesse cherchée est égale &

4 i F .J g —,W‘:\‘
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duisent des t.nanorcmmems conmdexamea de la concmtration p). Dans ce
mesurant le temps. f-par des générations, on obtient 1’équa=- "

cas, en

“ion (13).

Examinons le cas 01‘1 un territoire : .vaste est’ de]a occupé par le gene A
avec une concentration p approchée de 1'unité. i dolit naturellement se

l

irouver  le long de la frontiere de ce domaine une ‘bande de concentrations

o mtermed:mrcs Nous supposons quwau dela de cette bande p soit voisin de.

zéro. Vu la sélection ' positive, le domaine occupé par le gene A va
S élargxr autrement dit, sa fronticre va ‘s€ déplacer vers les territoires non
occupés encere par A, mais le long de celte fromtidre se conservera tou-

jours une ba: e

92

QW | " (14)

“foncenirahonb intermédiaires. Notre premier probléme

~est.de détermine: o sitesse de la propagation du gene A, c. & d. la vi- -
tesse du dcplacement de la frontiere.. La formule (8) donne une réponse. -

iy e e i s R R R T
S

R

" jmmédiate a cette question:. comme Fc est dans le cas actuel égai a T 'Ia.'_.”

E

En second lieu il s aglt naturellement de dete;mmer la largeur de la
pande intermédiaire. En vertu de la formule, (9) la concerxtration e saiis-

fait, dans la direction ue la normaie a la frontiere, a 1’équation

d" d*
1£=r% ;—+w0—#ﬁ

ou, en dl\nsant par a et moyennant (14)

e dp _ o VST D
poc T le. 1__ 2
]/a dn w4 'a_’_ dn®’ +P( p)

‘En introduisant une nouvelle vaﬂable , : e

.1

nous obtiendrons 1’équ'aﬁor1' |

dp- ___i_ dgp .

qui ne contient ni o, ni g. Les conchhons aux 11rmtes pour cette equau
sont les mémes que celles pour (9):" a B s

pH@ﬂlﬂr@

On tire de la relation (15), que 1a 1argeur de la bande mtermédlair
pi opomonndie a s A5 : : 1y

'L ]fo:

Spient,~par exemple, @ 1, a== 0 0001 alors 4 -.—O 01 L = 10__
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f«de Péquation {18) qui ne rustent pas toujours entre 0 et’. 1

e R R e LR ot iy
“a T T g A

g 2.
Dans ce pqragrqpne nous conslderons quuahon

. dv
Z &

g da + F(v), _ _“ (18)
A et k éuant positifs et la fOﬂC’[lOl’] F(v) sahsfaisant .aux Londit.onsr
énoncées dans I’lntroduction. Nous avons pour but de trouver les relations

enfre 4, kK et a = F’(0) pour lesquelics cette equatlon aurait une solution

_satisfalsant aux conditions . . . : b S R ~
LY (k)
v(x) -1 U(x)—-0 ’,
o — R Ry R

, " R
- Posoqs il alors

v dp d _ dp

R Waadr A E-'-p' -
En substituant dans I’ equation (18), nous trotivons- )
SR TR T o e e g
B BBt ety e H

‘\Ious nous intéress.as aux ' courbes mtegrales de cette equation qui -
passent dans le plan (p, z;) ‘entre les droites v =0 et v = 1. En- général - .
il px.ul exister parmi celles-ci des courbes-appartenant aux types suwants

Des courbes intégrales qui ne s approchent pas de iun des drmtes

’) v=1 3 une dlst:mce inférieure A" uti certain € > 0.

Des courbes intégrales qui- s’éloignent infmiment
mromam assymptotiquement..vers 'une des droites v =

. Des ceurbes intégrales qui coupent I'une- de ces _;'d

fml 1 alm rtenant pab a 1‘1){6 .

5

<}

cor:a'-:.sp'mdrc ;
énoncées, car pour
commie on le voudra
L.cs courbes mtegra]es du second ty 1
celles-ci devraient nécessairement posseder des

élant iros grand, la quaniité I PI Serapﬁ tres o e

Ap — F (0} :

],-—**-' — = est, pour des valeurs 11'6_8..-gra_r1de.
WD

/

}(—-f}- ‘a;mcnzc F u') est borl ée sur _I mtexval e (0

/ Anx courbes mwraies du tr015u. ne '._,!pf, oricsnondf,_n
En effet, ad-.
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. P’équation o --t;o(v) nous . obtenons

point v.-_. 0 p =20 est de la, forme

AL AT -M 3 i
3

E point ¥ =1, p==p;==0. Au voismdo‘e de Ia drmie v-—l

i
o dp A
Ev—-u- "‘*"'"k :!:0.

Par conséquent, on pe:utL y considérer p en fonction de v, soit
p= ¢@). Comme ¢(1) = o 0, 1@ (V)| resteralt sur un certainpetit in-
tervaile {1 — ¢, 1 - &) supérieure 2 une certaine constante positive C. Dé-
signons par Xq la valeurtde X pour laquelle v =1 —e. Alors en intégrant

dx

CinhE i % :
: LS dU fr
f dx o .x T xo f
li en résulfe que, o variant de1—s J'US'qll’fi 1'"-"'+'8;“ “les vartailons de i’

C
X variant de Xg jusqu’a xo—}— C , U passe necessaxrement par 1.

; . a 3 X A 6.‘_:' ;.-": : §o : 3 .'.
X ne surpassent pas en’valeurs absolues le nombre 3-' C’est pourquoi, . .-

i nous rebte a e‘{aminer les courbes iﬂteo'ra]es du quatneme type ChaCUn . i
des points v =0, p=0- et V=1, p=20 est un point singulier de 1I’équa- -

 tlon_différentielle (19).. ‘£a courbe intégrale du auatrleme type doit 587,

rapprocher de chacun d\ s points sans avoir coupé les droites U=0 et’
v =1 en autres points. A/~ si, afin que de telles courbes existent, il fau- .

- drait ‘que l'équation caracw.ksﬁque pour * chacun: de ces. points ait des_-_' '
racines réelles Mettons F(v) sous la forme S :

F@)=av+ o). 3o e
Alors, évidemment, cpl(v)-—o(v) anc lequation caractéristhue- au

| ‘-1——-:_-;9 | R e
B o el s e
 —ldgtak=o0. * 1 (20)
f\f:n que cette équation ait des’ racines réelles, il fa‘i_;dfa-iit_';;‘qizgi;_;ifqri;,_é_'it;"'-%f

).2>

oft

Lin t..hari'ft.rﬂeﬂt de varlab]es en posant u._. 1——u
@ I~ —ip + @ (u)

Nous obtenons

Cday S kp B
ol S R Y
@(u)mF(l—u)' 4 o0l T
Cn oa vidys lum,ni Bl e < 0-et @ LO)HHF’(I)-——- {} Par con--__.i_"'.""'

D (u) = Aa + o(u)
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g et {'équation caractésstique au -point v =1, p==0 prend la forme

k- <o —e |

4 ol N e R " '

2% o — Ak == 0. : (21) '
11 Pour que cetle equation admeﬁe des Tracines réelles, il faudrait que
'on ait ' _ _ 1 1
5 P> —4Ak. -
i Comme a> 0, léquailon (20) a des racines réelles du méme signe. 5
1 Par conséquent (0, 0) est un noeud. Toutes les courbes qui se trouvent au : E-E
a voisinage -assez  étroit de ce point, passent par lui. Dans le cas A >0 i
L Lquahon (21) a des racines des différents signes. C’est pourquoi par ce :i
- © . point ne passent que deux courbes mtégrales suivant des directions par- N
3 PR I - fattement déterminées; soient des di- .+ |
i | - rections données par les équations - - |
;r : . : 3. ._: t'
4 1 cmu 4 mp =10 o
A ’ : | L mqu —l— pp = 0. (:22)

| \ ~ On sait 1) que les coefficients ml, 2]
b 0 ) U 1y, My, 11, se déterminént pas les' - |
e Ry \ équations : Ao ss

i oy U=t S Kitty— @31y = 0 {
_5 ..“; at : et : ; §
s “ - j‘"‘l
oo 01, Qs étant les racines de léquatmn caractéristique (21) Comme ce§ - 3
k- - racines sont des diffCrents signes, les coefficients angulaires des droites (22)

- sont aussi des signes différents 2). C’est pourquoi dans chacun des. angles_ ;

i formés par UDintersection des droites v=1 et pi==0 1e, paSSe qu’tne - §
~ courbe intégrale de 1'équation (19) passant par le pomt v=1, p=0. :
Sur la fig. 2 ci-jointe est montrée la disposition schematique de ces
5 courbes. o E

La courbe I coupe ’dxe p. Aan- dessous de- 101‘101116 car l’equatior; \19) A
' d

- moaire que —’?- > 0 dans la pdrtle de 1a bande renfermee entre - les droztes_.\ﬂ ,E_
f;’ ==0, U= qui se trouve au-dessous de l'axe des p. En raison de cela Rj_;-_"-;;
H : H faut exclure la courbe II de la considération. Ii r_estg--_ﬁ examiner la.
J, courire | 9). : _ : D e : €

' Voir, par exemple, Bendlxon Acta mathematica, t. 24, 1900. H
-} ‘on peat démontrer de méme que les deux coeficients angulaires des tan- £
genls aux courbes iniégrales de 1'équation (19; a P'origine sont posxttfs 4
ool A=0, oan peut affirmer seulement qu il existe au moins une courbe inté- :
©1 type I s’approchant vers le point- (1,0) dansla direction aJdnt le coefficient i
' atif.. (Voir I. Petrowsky, “Ober das Verhalten der Integralkurven %
gatems Uc\»)sm ilicher leferenhalgle.chungen Recueil Mathématique, t. 41, ;
{133, 1934
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3. Nous voulons demontrer que ies courbes 1 goupent 1'1\{.,#;9 AT origine. ?
Démontrons avani tout que ces courbes ne peuvent couper laxe p. - :
au-dessous de l'origine. Considérons pour cela les 1soklmes de 1’équa-

: tion (19). 'L'élquauon de cette iamllle est de la formb AR |
¢ étant la valeur de %% au point (v, p). D'oit 3 __
f oo _ Fw oary
[0 P="Fm S ol Rt

; L équation (24) présente une famille de courbes passant par Ies points |
(0,0) et (1 0). Ceite famille est montrée d’une fagon scnemathue sur la fig. 3.
On voit a cdié de chaque courbe . : B &
ja valeur de C qui lui correspond. p
La ligne grosse margue la '
courbe LOI’I’QSPOHGQQt 3 C=0.
A mesure que les sommets des "
courbes s’ élevent, grandit respec-- = . o
tvement C, en s’approchant

WSt G B, A - R s
el e, L R S e

i

1 ; dela quantité —— qui correspond ,

;anx droites v=0, v=1 dans ——
' e domaine rtenfermé entis g
courbe C =0 et ’axe des U
fhach sur la fig. 3)ona C<0,

C &tant 4’ aiileurs tres grand en
Valﬁ.lh absolue aux points AP, . =
prochés de axe des v. Au-des- .- | Flg 3
cous de l'axe des SAE o> o Vi s At

le sommet de Ia courbe sabaissant du mveau de laxe des v ]usqu a-—-—oo,,

C décroit de + oo jusqu’d —=

\Lx.ntenam on voit a1sement que la courbe integrale du type | (ﬁg 2)

ne peut couper ’axe des p au- -dessous de l'origine.. ‘En - effet, dans ce cas
dp

12 courpe I devrait couper I'axe’ des U. -&—‘% étant ecral 4 —oco al- dessus

cle cet axe et & - ©0° au- -desscs de cet axe, 1a convexité - de la courbe,.___!_.;_

picgrate 1, au point & mtersec‘uon avec ’axe v, est tournée VerS la: &'oitel“"

v = 1. Dong, pour que cette courbe atteigne le point (1,0) il faudrdxt que b "

}

s

£ Gevienne o0 au-dessus. de I'axe v, ce qui est imposslble En raison'
-cia les courhss intégrales I ne peuvent couper la droite v==.1__au~
dussus de Yaxe 0. oy
Démonirons mamienant que la ¢
;i au-dessus de Vorigine. Pour celd il suffit de démontrer q
4omiodrotie,  passant  par ’origine et traversant le premier. quadrant quii
plost  coupée par aucune des courbes intégrales. rencontrant Paxe p dans
<t partie posiive Passons maintenait a la demonstration de lexis’ten
G ‘::-!i. demi- drmte; SRR s




oon

de Véguation (19} qu en un seul pOmt car autrement jp dev__,_

. _ i, J

t..*u

De iequ%yon (°4) nous . Ob£n01q %'

dU- =0 — /1.. semzm: Ck - -
Déterminons C de imaniére que (%3-)_ '0 = C. Nous en . obteno,
I'€quation ; ' W

F=Ck S C
. C~—- CA + a
C_ : = Vzﬁk__. 4{% iy P " (25)

Comme nous avons suppose que

112 > 4ak

<~ les deux valeurs de C fournies par leoahte (25) sont réeiles et posmves :

Désmnom par C 'une d’ e![es et menons la drmte o L
p—_Cov HE e T R (26)

On  voit aisément que pour tous pomts de la bande entre les droites
V=0et v=1, qui se trouvent au-dessus de Ia droite (26) ou meéme sur
ceite droite (I’ orlrrme seule etzmt exclue) on a 2)

Ainst,  aucune c,ourbe mtecrrale passant par un pomt quelconque de
Vaxe p, situé au- dessus “de Iongme ne coupera jamais la partie de Ia
droite (26) qui est située ay- -dessus de I'axe v. Nous avons ainsi démontre_
qite chaque courbe intégrale du type I (fig. 2) passe par I'origine, = .

Nous allons démontrer quil  n’existe qu'une seule courbe - mtecrale clu £
type [ (Cette: démonstration esi - certainement pecessalre dans le Qeul_-__-_ :

cas A=0.) En effet, nous. avons démontré que toutes les' courbes Al
type I passent par iono'l D autre part, il résulfe de 1’égalité (19) ‘que;

d "
0, Tz'{ri croit avec p, 0 restant mvarlable Il en résulte que deux i
courbes inidgrales sortant: de l'oirgine ne peuvent passer par point (1 ,0).

Dé-non*rfmq maintenant qu'a [&scésrbe I correspond une solution de
I 2gustion (18) salisfaisant aux conditions ¢noncées au début, Qemarquons .

wvakt oul qu'aucupe perpendiculaire 3 I’ axe y ne coupe la courbe intugrale-l_

pour p >




- glne — sous un angle dont la tangente est positive.

au point (1,0) sous un angle dont 1a tangente est négative,. et a I’ ori-

peiiies valeurs de U,

et pour de petites valeurs de 1—10, 8, 7 o _ _
!  p=k(1—0) ol PRV RN S
k, et ky étant positifs. - - ' e g T PR ERMEIET Tl i

e mamionsn aue = ' Donc % = p(0) oude =5y
... Rappelons mainiendy que p= 7 - ax 7 %O
‘En intégrant Ia derni¢re égalité, nous obtenons - ) L

dU 2 y
e f IO 0< Bo 52~
%o

: En vertu des relations (27) et ('2'8), il résulte que pour U -—* 0, -
X =~ —, et pour v = 1, X — J-¢0, ‘C.4q. f. d._ .. N i o

1e long de cetie courbe. Rappelons encore que la courbe I coupe V'axe U

~Alnsi pour de -

ko, S ST A

Tt

" Au lieu de I’ équation (‘Z'):,"'.d_pnt nous avons parlé -Idat}s_'_'I’Jintrod}ictién,

" nous consldérerons dans 'ce_"pa_ragraphg_1'_é.qt___l_atioq____ gy s _ _
ou U3 0% o F(U) & ,- 15 K # (29)_

ot 0%

ot la fonciion F {v) satisfait aux_‘.'con_ciiit_'iorl.s__‘..:,suiy_an:tes_:'_' e y_'_ P
S R@=FM=0 (30

' ) s - (632)

F'(v) <1 pour 0 < gy, - F T

F7(v) est bornée et cqntinu‘é-.—. -su_r._l’-inierva{ie-(0,1‘_)_,; Outre celd on sup- s

pose quon  puisse diffsrentier F-(v). plusieurs f0is. . C'est justement & la

forme (29) quon peut toujours réduire I’équation générale (7) donnée

dans |'introduction, 2 "aide du changement:des variables

Y P TR i

—
a -
A g

R

e but principai de ce paragraphe est de démontrer que, pour & —> -,

1a portion de Ja courbe de densité v{x, f) (en fonction de x) sur laquelle

suhe ia partie fondamentale de 1’abaissement de 1 & 0, se déplace “avec:

(O Bt

i (eips & gauche avec une vitesse qui :_.s’_z__lpp__ro_cl}e de 2 inférieurement;
s iforme de la courbe de densité s’approchie de celle de la courbe re-

{.entant fa soiution U (%) de 1'equation..... c-u =

d*u AL ' : S e

4
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~ 1’équation T

T,

qui devient zéro pour X - —oco et 1 pour X == -- co; 1’existence d
telle solution a été démontrée dans le § 2

Avant d’entreprendre la démonstration des propositions foridamental,
de ce paragraphe, nous allons demonirer Iexmumc d une solut:on d\

.au '&v
T F(t z‘ v)

dont un cas particulier est I’équation (29) prenant des’ valeurs donnees
pour { =0, et nous en étudierons les propriéiés.. :
Théoréme 1. .S‘ozt léquatzon

9 a e TR

ot la fouction continue et bornée F-(x, ¢, v) satf-sfa,izf & la condition de
Lipschitz par rapport ¢ v et x, ¢, a. d.-

EF(xzs t, Uz)—F(xn { Ul)|<kix2“““x1]+kluz_01|a (36)

k -dtant une constante indépendante de x, ¢ et w. Soitl f (x) une fonc--.-_.

lion bornée, définie pour ftoutes les valeurs de x. Pour plus de simplicité

nous supposerons que f(x) rne possede qu’un nombre fini de points -de
discontinuité. Alors il n’existe qu’une seule fonction bornée v(x, ) pour .
t bornée qui, pour t>0, satisfait a [Péquation (35) et qui, pour f=20;,
est égale a_f(x) dans ‘touts les points de continuité de cette fonction.
Dans la suite, en disant, pour plus de briéveté, que v(x,t) devieni égale
¢ f(x) pour é—O, nous y entendrons seulement les pomts de contmmfé
de cette fonction.

Démonstration. Soit vy(x, t) une fonc’non bomée sahsfalsant' pouf
{ >0 a I'équation s . -

_au T .‘:’f‘;’.
ot - oxt T

et égale & f(x) pour z‘-—- 0. En substituant cette f nctmn al
dans le second membre de léquatlon (35) nous trouvon

formule
21/— f o f

ta  solution dc ‘,ette éauanon prenant Ia valeur 0 sur, t_.O (vai' Ge—;-':
viey, Journal de math. pures et appliquées 1914 p. 308) ""'-\fonction

vy (X, f)-— UG(x: tf?’ e

(a.— Bz z =

_ 4(!——03 s PR
F('Es ?7: Uo (5

U (x, 1) =




